MA2115 Clase 17: Ecuaciones diferenciales lineales de orden
n.

Elaborado por los profesores
Edgar Cabello y Marcos Gonzalez

1 Existencia y unicidad de soluciones

Recordemos que una ecuacion diferencial lineal de orden n es una ecuacion es de la forma
an(O)y™ + ana )y + -+ ar(t)y + aolt)y = g(t),

donde ay, as, ..., a, y g son funciones definidas en un intervalo abierto I. Supondremos que a,(t) =
1, para todo t € I, con lo cual obtenemos una ecuacién de la forma

Y™+ ana (Y 4+ ()Y + ao(t)y = g(t), (1)

donde aq, as, ..., a, y g son funciones definidas en un intervalo abierto I. A una ecuacién de este tipo
es posible asociarle un operador diferencial de la forma siguiente: denotamos por D a la derivada

usual o de funciones, y hacemos

L,=D"+a, 1(t)D" " + -+ a;(t)D" + ao(t) D, (2)

donde D° = I la transformacién identidad. Es claro que D* sélo puede ser aplicado a las funciones
que tienen al menos k derivadas, de donde D* est4 definido en el espacio vectorial de las funciones
a valores reales con k derivadas, denotado por U(k). Como U(j) C U(k), siempre que j < k, L,
estd definido en el espacio U(n). Como las derivada es lineal, tenemos que L,, también es lineal, es
decir, si a,b son escalares (reales o complejos) y f, g € U(n), entonces

Lu(af +bg) = aL,(f)+ bL,(g).

Observemos que el conjunto de soluciones de la ecuacion diferencial L, (y) = 0, forma un subespacio
vectorial de U(n), ya que dicho conjunto es el espacio anulador o nicleo de L,,. Denotamos por V7,
dicho subespacio.

Con esta notacion, la ecuacion diferencial se escribe como

D™(y(1)) + an-1()D" (y(t) + -+ - + ax () D(y(t)) + ao(t)y(t) = g(t)

o simplemente L, (y(t)) = g(t), para todo t € 1.

Una EDO lineal de orden n es llamada homogénea cuando es de la forma L, (y) = 0. El siguiente
teorema muestra que para resolver una EDO lineal de orden n, L, (y) = g, es suficiente hallar todas
las soluciones de la ecuacién homogénea L, (y) = 0 y una solucién de la ecuacién dada.
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Teorema 1 Sea L,(y) = g una EDO lineal y sea y, una solucion particular. Entonces, y solucion
de L,(y) = g si, y sélo si, y = yn + yp, donde y, es una solucion de la ecuacion homogénea

L,(y) =0.

Demostracién: (=) Si y es una solucién de L,(y) = g, eligiendo y, = y — y, vy usando la
linealidad de L,,, tenemos que

Ln(yn) = Lu(y — yp) = Ln(y) — Ln(?/p) =g—g=0.

Es decir, y;, es solucién de la ecuacién homogénea.
(<=) Reciprocamente, si y;, es solucién de la ecuaciéon homogénea, haciendo y = y;, + y,, tenemos
que

Ln(y) = Lu(yn + yp) = Ln(yn) + Lu(yp) =0+ g =g.
Es decir, L,(y) = g. O

Observemos, por otra parte, que siempre es posible expresar una EDO lineal de orden n medi-
ante un sistema de n ecuaciones lineales de orden 1 con n incognitas. Mas precisamente, dada la

ecuacion 1 podemos hacer 1 =y, zo =/, ..., -1 =y 2, z, =y y, observando que
/ n n—1 /
v =y = —ap 1y — - —ay —ay +g,
obtenemos el sistema
(.
Th = @
(3)
x =
n—1 = n
/ 14
i = —QoT1 — ATy — " — Ap—1Tyn + G.

\

0 1 0o - 0 0 0

0 0 r - 0 0 0

A= : : : . : : y G = :
0 0 0o - 1 0 0

0 0 0o - 0 1 0

—Qp —ap —Qaz -+ —Ap-2 —0p— g

La matriz A obtenida de esta manera es llamada la matriz companera de L,,.

Teorema 2 Sea L,(y) = g una EDO lineal de orden n, donde L, tiene la forma de la ecuacion 2,
con a;(t), 0 < j<n-—1,yg(t) funciones continuas en el intervalo I. Entonces, para cada ty € I
y cada conjunto de n datos reales by, bs, ..., by, existe un unica solucion del problema con valores
iniciales

La(y) =g, y(to) = b1,y (to) = bz, ...,y V(to) = bn.



Demostracién: Sea X' = AX + é, el sistema asociado a L, (y) = g. Entonces, el PVI en cuestién
se expresa como

De acuerdo a las hipdtesis, tanto los coeficientes de A como los de GG son continuos y, en consecuencia,
el PVI tiene una solucién tnica. Sea
fi

- f
b2
In
dicha solucién. Entonces, en particular, f| = fa, f5 = f3..., f/_; = fa, con lo cual

S
h

s

Ahora, substituyendo Fenel sistema, obtenemos que L,(f1) = g. Esto nos da una solucién de la
ecuacion L, (y) = g. La demostracién de la unicidad de la solucién se deja como ejercicio. O

Ejemplo 1 Escribir la ecuacion

3
y///+5y//_§y/+y:()
como un sistema de ecuaciones diferenciales lineales de primer orden, y encuentre el polinomio

caracteristico de la matriz A asociada al sistema.

Solucién: Para encontrar el sistema, hacemos x1 = vy, 2o =/, 3 = ¢’ y usamos la ecuacién, con
lo cual obtenemos

Th = I
l’g = -1+ =T — 5$3.

2

En forma matricial, tenemos un sistema homogéneo X’ = AX, donde

0 1 0
A= 0o o 1
~1 3/2 -5

El polinomio caracteristico de A esta dado por

A -1 0 3
pa(A)det(M —A) =0 A —1 :A3+5/\2—§)\+1.
1 —3/2 A+5
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Observemos que el operador diferencial de la ecuacién estd dado por L = D3 4+ 5D? — §D +1, el

cual podemos describir formalmente como p4 (D). O

El siguiente teorema es una herramienta fundamental para encontrar todas las soluciones de una
EDO lineal homogénea dada. Recordemos que V7, denota el subespacio vectorial de U(n) de todas
las soluciones de la ecuacién diferencial homogénea L, (y) = 0.

Teorema 3 Sea L,(y) = 0 una EDO lineal homogénea, donde L, = D" + a, ((t)D" ™' + - +
ar(t)D' + ag(t)D° con a;, 0 < j < n—1 y g funciones continuas sobre un intervalo abierto I.

Entonces, la dimension del espacio vectorial Vi, es igual a n. En consecuencia, si {y1,Y2, ..., Yn}
es un conjunto linealmente independiente de n soluciones de L, (y) = 0, entonces para cada solucion
yn de L,(y) = 0, ezisten unicas constantes ci,ca, . .., ¢, tales que

Yo =C1Y1 +C2Y2 + - + Yn.

Definicion 1 Un conjunto {y1,ya, - .., yn} den soluciones linealmente independientes de L, (y) = 0
es llamado un conjuntos fundamental de soluciones.

Definicion 2 Sea {y1,v2,...,yn} un conjunto de soluciones de L,(y) = 0. El Wronskiano de las
n soluciones yi,ya, . .., Yn estd dado por

U1 Yo Yn
Y Yo 0 Un
W (y1,92,--.,yn) = det ) ) . )
n— n—1 n—1
S0 e

Teorema 4 Sean yi,¥s, ..., Yn soluciones de L,(y) = 0, donde L, = D" + a,_(t) D" + -+ +
ar(t)D' + ag(t)D° con aj, 0 < j < n—1y g funciones continuas sobre un intervalo abierto I.
Entonces, {y1,y2,...,yn} es linealmente independiente si, y solo si, W (y1,Ys, ..., yn) (to) # 0, para
algin ty € 1.

Ejemplo 2 Verifique que
yi(t) =e*,  yalt) = te* ys(t) = e
son soluciones linealmente independientes de la ecuacion diferencial
y" —Ty" + 16y — 12y = 0.
Solucion: Para ver que son soluciones calculamos directamente las derivadas de las funciones y
luego verificamos que satisfacen la ecuacién diferencial, por ejemplo, y5(t) = te?, y4(t) = e* + 2te?,

Yy = 4e* + 4te* y yb = 12e* + 8te*, de donde

Yy — Tyy + 165 — 12y = (12 + 8te®) — 7(4e® + 4te®) + 16(e* + 2te*) — 12te*
(12 — 28 + 16)e* + (8 — 28 + 32 — 12)te* = 0.
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Para ver que dichas soluciones son linealmente indeendientes basta con verificar que su Wronskiano
es distinto de cero en algin t,. Usando ty = 0, tenemos que

Yo Y2 Y3
Wy y2,y3) (fo) = det | 51y ys | (0)
T
e?t te? e3t 1 01
= | 2% ¥ 4 2te?  3e¥ =121 3|=1#0,
4 4e® + 4te* 9e* | _ 4 4 9
con lo cual {y1,ys,y3} es Li. O

2 Soluciones de EDO lineales de orden n con coeficientes
constantes.
Hemos visto que existe una correspondencia biyectiva entre las soluciones f de una EDO de la forma

L,(y) = g y las soluciones F de un SEDL de la forma X' = AX + G, donde L, — A su matriz
companera,

0 f
g—G= 0 y f—F= f
g fb

Més atn, una EDO lineal homogénea L,(y) = 0 con coeficientes constantes siempre tiene n solu-
ciones linealmente independientes, las cuales generan a todas las soluciones de la ecuacion. Ahora
presentaremos el método para encontrar las soluciones de L,(y) = 0. El hecho fundamental sub-
yacente es que la matriz companera de un operador diferencial tiene la propiedad que todos sus
autovalores tienen multiplicidad geométrica igual a 1. Sin embargo, nos limitaremos a describir
el procedimiento para encontrar un conjunto fundamental de soluciones para una EDO lineal ho-
mogénea con coeficientes constantes.

Comenzamos con la simple observacién: dado L, = D" +a,_1D" '+ -+ +a; D' + ayD° con a;
constantes reales para cada 0 < j < n — 1, y suponiendo que y(t) = e es una solucién de la EDO
homogénea L, (y) = 0, tenemos que

0=1L,(y) = Ly(e™)=(D"+a, D" '+ +a; D' +agD")(e)
AN £, AN £ agdeM F age = (N ap AT g\ Foag)e

El polinomio p(A) = A\ 4+ a, A"t + -+« +ay; A+ ag, es llamado el polinomio caracteristico asociado
al operador L, (o a la ecuacién L,(y) = g). Hemos visto que y(t) = e*! es solucién de la ecuacién
L,(y) = 0si, y sélo si, Ay es una raiz de p(\).

Comenzamos con el caso sencillo de una ecuacién de la forma (D — )"y = 0. En este caso,
afirmamos que las funciones e, tett, et ... t"lett son soluciones de (D — p)"y = 0. En



efecto, si j < n entonces

(D —p)" (#Fe) = (D —p)" (D — pl) (e
= (D —p)" (GO e 4 ptl et — pt? et
= (D—p)"t (57 e)
= J(D ="t (),

es decir, (D — p)" (te!t) = (D — p)" ! (t771ert), e iterando esta tltima identidad, tenemos que

(D= )" (#e) = (D =" (#e)
= (=)D — )2 (%)

= JG=1)...3-2-1(D - @I () =0,

Para resolver el caso general, consideremos Aj, Ag, ..., A las raices (reales 6 complejas) de p()\)
y, para cada 1 < j < k, sea m; la multiplicidad de \; en p(\). Es decir,
PA) = (A=) A= A2)™ .o ( A= Ap)™,

k
donde m; > 0, para cada 1 < j <k, ij =ny A\ # X\, sij#l. Entonces, con idea de hallar
j=1
un conjunto fundamental de soluciones de la ecuacién L, (y) = 0, basta con hallar (o construir) m;
soluciones linealmente independientes a partir de A;, de la ecuaciéon. Mas precisamente, observemos,
por una parte, que

L, = p(D) = (D — MI)™(D — AoI)™ ... (D — \I)™, (4)

con lo cual las soluciones de la ecuacién (D — A\;1)™i(y) = 0, para cada 1 < j < k, son soluciones
de L,(y) = 0y, por otra parte, para cada 1 < j < k, las funciones

e}\jt, te/\jt, t2€/\jt, o tmjfle)\jt

son soluciones de (D —\;1)™i(y) = 0, con lo cual podemos obtener my +mgy+- - -+my = n soluciones
de L,(y) = 0, las cuales son linealmente independientes de acuerdo al siguiente:

Lema 1 Sean Ai, Ao, ..., \; niumeros reales o complejos distintos entre si, y sean my, ma, ..., m;
enteros positivos cualesquiera. Entonces, el conjunto

{teM': j=1,2,... k, 1=1,2,....,m;}
es linealmente independiente en Uc = {f: R — C}.

Por dltimo, si A\; = a; + b;i es una raiz compleja no real de p(\), entonces su conjugado
A\j = a; — bji debe ser también una raiz de p()\), ya que los coeficientes de p(\) son reales, y, en
este caso, para obtener soluciones reales con respecto a A; y Xj remplazamos t'e?? y tlerit por sus
combinaciones lineales t'e%! cos(b;t) y t'e®' sen(b;t). En particular, tenemos que, dado un nimero
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complejo no real u = a + bi, las funciones de la forma t/e® cos(bt) y t/e* sen(bt), con j < m, son
soluciones de la ecuacién [(D — pl)(D — i@)]™ (y) = 0 o (D* — 2aD + (a®> + b*)I)™" (y) = 0, ya que

(D —pI)(D —p) = (D* — (u+ @)D + pji) = D* — 2aD + (a* + b*)1.
En suma, obtenemos el siguiente:

Teorema 5 Sea L, = D" + a,_1D" ' + - + a; D' + agD° con a; constantes reales para cada
0 <j<n-—1, y supongamos que el polinomio caracteristico p(\) se puede factorizar como

PA) = (A=) A= A)™2 (A= M),

donde mj; > 0, para cada 1 < j < k, ij =ny\ #N\, sij#l. Entonces el conjunto
j=1

{tle)‘ft:jzl,Q,...,k, l:1,2,...,mj}

forma un conjunto fundamental de soluciones para la ecuacién homogénea L,(y) = 0, con la ex-
cepcion que si \; = a; + bji es una raiz compleja no real de p(\), entonces usamos t'e®* cos(b;t) y
tle®t sen(bt) en lugar de t'etit y tletit.

Ejemplo 3 Resolver la ecuacion diferencial
y" + 2y —y — 2y =0.
Solucién: El polinomio caracteristico de esta ecuaciéon esta dado por
pA) =X +22 -2 —2= -1\ +1)(\+2).
De acuerdo al teorema, las funciones
n(t) =€, )=, yt)=e*,

forman un conjunto fundamental de soluciones para la ecuacion dada y, en consecuencia, la solucién
general de dicha ecuacién estd dada por

y(t) = cre’ + coe™t + ez,
con ¢y, o, c3 € R. O
Ejemplo 4 Resolver la ecuacion diferencial
y" —3y"+3y —y=0.

Solucién: El polinomio caracteristico de esta ecuacion estd dado por

p(A) =X =3\ +3—1=(\—1)>
De acuerdo al teorema anterior, las funciones

yi(t) = e, yalt) =te', ys(t) = t%,

forman un conjunto fundamental de soluciones para la ecuacion dada y, en consecuencia, la solucién
general de dicha ecuacion esta dada por

y(t) = Cl@t + Cgtet + Cgtzet — (Cl + 02t> et + 63t2€t,

con ¢y, Ca,c3 € R. O



Ejemplo 5 Resolver la ecuacion diferencial
y" — 2y + 5y =0.
Solucion: El polinomio caracteristico de esta ecuacién esta dado por

p(A) = NP =22+5=X-22+1+4
= A=1)2?+22=[A=1)+2][A=1)— 2] =[\— (1 —2)][\— (14 2i)].

Es decir, p(\) tiene dos raices complejas, p = 1 — 2i y i = 1 + 2i. De acuerdo al teorema, las
funciones
y1(t) = e’ cos(2t), ya(t) = e’ sen(2t),

forman un conjunto fundamental de soluciones para la ecuacién dada en consecuencia, la solucién
) )
general de dicha ecuacion esta dada por

y(t) = cie’ cos(2t) + coe’ sen(2t) = €' (cy cos(2t) + ¢y sen(2t))
con c1,cy € R. O
Ejemplo 6 Resolver la ecuacion diferencial
Y™ — 4y + 14y — 20y + 25y = 0.
Solucién: El polinomio caracteristico de esta ecuacion estd dado por
PA) = X —4X3 41402 — 200+ 25 = (A2 =20 +5)" = [A — (1 — 20)2 [\ — (1 + 20)]%.

Es decir, p()) tiene dos raices complejas, p = 1 — 2i y i = 1 4 24, ambas con multiplicidad 2. De
acuerdo al teorema, las funciones

y1(t) = €' cos(2t), yi(t) = te' cos(2t), ys(t) = e'sen(2t), ya(t) = te' sen(2t),

forman un conjunto fundamental de soluciones para la ecuacion dada y, en consecuencia, la solucién
general de dicha ecuacién estd dada por

y(t) = cie'cos(2t) + cotel cos(2t) + cze’ sen(2t) + cyte’ sen(2t)
(c1 + cat) €' cos(2t) + (c3 + cat) €' sen(2t)

con cq,co € R. O



